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Aufgabe 5 

Seien /(x) = exp(x) — 1 — x und g(x) = sin 2 (x) für x e R. Die Funktionen / und 
g sind auf einer Umgebung U von 0 definiert und stetig; somit gilt lim /(x) = 0 und 
lim sin 2 (x) = 0. Die Funktionen f und g sind differenzierbar mit f'(x) = exp(x) — 1 
und g'{x) = 2sin(x) cos(x). Weiter sind f imd g' auf U definiert und stetig, imd es gilt 

lim fix) = 0 imd lim g'(x) = 0. Ferner sind /' und g' differenzierbar mit /"(x) = exp(x) 
x —>0 x —>0 

und g"(x) = 2cos 2 (x) — 2sin 2 (x). Es ist liin exp(x) = 1 und liin 2cos 2 (x) — 2sin 2 (x) = 2 
(aufgrund der Stetigkeit von /" und g"). Damit existiert lim Mit der Regel von de 


l’Hospital folgt 


2 


Um ex P( a ) 
x —*0 2 cos 2 (x) — 2 sin 2 (x) 


exp(x) — 1 exp(x) — 1 — x 

lim —- - —r- - —r- = lim -y—-. 

x—»0 2sm(x) cos(x) x—0 sin (x) 
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Aufgabe 5 

Es sind lim (x 3 — 27) = 0 und lirn (x — 3) =0, denn die Funktionen f,g : R —► R mit 
f(x) = x 3 — 27 und g(x) = x — 3 sind auf ganz K stetig und als Polynomfunktionen 
differenzierbar mit stetiger Ableitung. Es sind lim f'{x) = lim 3x 2 = 27 und lim g\x) = 

lim 1 = 1. Somit existiert lim und ist 27. Es folgt lim = 27 mit der Regel von 
de l’Hospital. 
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Aufgabe 5 


xsin(x) und ln(l + x 2 ) sind auf ganz R stetig und differenzierbar und nehmen in x = 0 
jeweils den Wert 0 an. Nach de l’Hospital gilt dann 


, x sin(x) 

lim —-- 

x->0 ln(l + x 2 ) 


, sin(x) + xcos(x) , 1 + x 2 

lim ——- t -— = hm —-— 

x —>0 2x ■ 1 2 x->o 2 


sin(x) 1+x 2 

- V hm —-— cos(x) 

x x->o 2 v ’ 


1 + x 2 sin(x) 1 1,. sin(x) 1 

hm — -hm —— + - cos(0) = - hm —— + - , 

x—*o 2 2 ->o x 2 2i->o x 2 


wenn lim^o (und damit die ganze rechte Seite) existiert. Dafür kann aber wieder 
de l’Hospital angewendet werden: 


also tatsächlich 


1 , 


xsin(x) 

hm 7-T- - 

x-yO ln(l + x 2 ) 


i-i + i-i- 
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Aufgabe 4 


a) Für a n = sm ( n )^ cos ( n ) güt |sin(n)| < l,|cos(n)| < 1, also |a„| < Damit ist a n eine 
Nullfolge. 

b) sin(x) und x sind auf ganz R stetig und differenzierbar und nehmen in x = 0 jeweils 
den Wert 0 an; cos(x) ist auf R stetig (und differenzierbar) und nimmt in x = 0 den Wert 
1 an. Nach de l’Hospital gilt dann 


Um =M = Um ^W = 1 , 

x—>0 X x—>0 1 

da der rechte Grenzwert existiert; damit gilt auch 

sin(x) ■ cos(x) /sin(x) . A sin(x) 

lim ——-— = hm —— ■ cos(x) = hm —— • 

x-yO x x —>0 \ X ) x ~^0 x 
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Aufgabe 5 


In allen Punkten x € [0,7r] \ {|} ist f a Quotient stetiger Funktionen, wobei der Nenner 
nicht 0 ist. Also ist f a dort stetig, und wir müssen nur noch den Punkt x = § untersuchen. 
Die Funktion f a ist stetig in x = \, wenn lim^^ / a (x) = /(f) = a gilt. Es ist 


lim f a {x) = hm 


sin(2x) 
cos(x) ' 


Es gilt (weil sin und cos stetig sind) lim^i sin(2x) = sin(7r) = 0 und lim^z cos(x) = 
cos(|) = 0. Wir können also versuchen, die Regel von de l’Hospital anzuwenden. Zähler 
und Nenner sind differenzierbar, und wir betrachten 


(sin(2x))' _ 2cos(2x) _ 2cos(2x) 
(cos(x))' — sin(x) sin(x) 


Nrm gilt 


sin(x) 

also mit der Regel von de l’Hospital auch 


sin(2x) 

cos(x) 


= 2 . 


Für a = 2 ist also f a stetig, für alle a ^ 2 ist f a nicht stetig. 



